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10. Übungsblatt zur Linearen Algebra I
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Aufgabe 1. ((Gruppe) 2P+2P)

a) Sei K ein Körper mit Charakteristik p 6= 0. Zeigen Sie, dass p eine Primzahl ist.

b) SeiK ein Körper undR ein Ring mit Eins. Sei weiterhin φ : K → R ein Ringhomomorphismus
mit Eins. Zeigen Sie, dass φ injektiv ist.

Aufgabe 2. ((Alleine) 2P+2P)

a) Gegeben seien zwei Vektorräume V,W , eine lineare Abbildung φ : V → W und Vektoren
v1, . . . , vn ∈ V . Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sind v1, . . . , vn linear unabhängig, dann sind auch φ(v1), . . . , φ(vn) linear unabhängig.

(ii) Sind φ(v1), . . . , φ(vn) linear unabhängig, dann sind auch v1, . . . , vn linear unabhängig.

b) Geben Sie an, ob die Vektoren

v1 :=


0
1
0
3
4

 , v2 :=


1
0
2
3
4

 , v3 :=


−1
2
3
4
5

 , v4 :=


2
0
3
0
2


linear unabhängig sind.

Aufgabe 3. ((Gruppe) 4P)

Sei C der Körper der komplexen Zahlen. Geben Sie jeweils an, ob die folgenden Abbildungen
Ringhomomorphismen (mit oder ohne Eins) sind:

a) ψ : C→ R2×2 , a+ bi 7→
(
a b
−b a

)
b) inv : C→ C , a+ bi 7→ (a+ bi)−1

c) pot2 : C→ C , (a+ bi) 7→ (a+ bi)2

d) φi : R[X]→ C , f 7→ f(i)
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Aufgabe 4. ((Gruppe) 1Bonuspunkt+2Bonuspunkte)

Sei Fp der Körper mit p Elementen und n ∈ N.

a) Wie viele Elemente hat der Vektorraum Fn
p?

b) Wie viele Elemente hat GL3(Fp)?

Aufgabe 5. ((Alleine) 2P+2P)

Auf dem letzten Übungsblatt haben wir gesehen, dass wir für jede Matrix A ∈ Rn×m eine bilineare
Abbildung

φA : Rn × Rm → R , (v, w) 7→ vt ·A · w

erhalten.

a) Seien für i ∈ [n], j ∈ [m] wie immer ei ∈ Rn bzw. e′j ∈ Rm der i-te bzw. j-te Standardvektor
und φ : Rn × Rm → R eine bilineare Abbildung.

Zeigen Sie, dass für jedes v =

v1...
vn

 ∈ Rn und w =

w1

...
wm

 ∈ Rm die Zahl φ(v, w) bereits

eindeutig durch die Werte φ(ei, e
′
j) bestimmt ist. Was sind diese Werte für die bilineare

Abbildung φA?

b) Zeigen Sie, dass sich jede bilineare Abbildung φ : Rn × Rm → R als φA wie oben schreiben
lässt und schreiben Sie die folgende bilineare Abbildung als φA:

φ : R3 × R4 7→ R , (

v1v2
v3

 ,


w1

w2

w3

w4

) 7→ v1w3 − 4v3w2 + 2v1w2 − 42v2w2 − v3w1
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